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Действительное массивное скалярное поле

S =

∫
L d4x =

∫ √
−g

(
1
2
gµν∂µϕ∂νϕ− M2

2
ϕ2
)
d4x .

Метрика Шварцшильда

ds2 =
(
1 − r0

r

)
dt2 − dr2

1 − r0
r

− r2 (dθ2 + sin2 θ dφ2) ,
где r0 – радиус Шварцшильда. Так как метрика статическая,
уравнение движения для скалярного поля принимает вид

√
−g g00ϕ̈+ ∂i

(√
−g g ij∂jϕ

)
+M2√−g ϕ = 0.
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e±iEtϕlm(E , x⃗) = e±iEtYlm(θ, φ)fl(E , r),

где

Ylm(θ, φ) =

√
2l + 1

4π

√
(l − |m|)!
(l + |m|)!

P
|m|
l (cos θ) e imφ,

l = 0, 1, 2, ..., m = 0,±1,±2, ...,

что приводит к уравнению для радиальной части решения

E 2 r

r − r0
fl(E , r)−M2fl(E , r) +

1
r2

d

dr

(
r(r − r0)

dfl(E , r)

dr

)
− l(l + 1)

r2 fl(E , r) = 0.
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Введем новые безразмерные переменные

µ = Mr0, ϵ = Er0, z =
r

r0
+ ln

(
r

r0
− 1
)

и новую функцию
ψl(ϵ, z) = r fl(E , r).

В этих переменных радиальное уравнение может быть
приведено к виду одномерного уравнения Шредингера

−d2ψl(ϵ, z)

dz2 + Vl(z)ψl(ϵ, z) = ϵ2ψl(ϵ, z),

где потенциал имеет вид

Vl(z) =
r(z)− r0
r(z)

(
µ2 +

l(l + 1) r2
0

r2(z)
+

r3
0

r3(z)

)
.
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Рис. 1: Vl(z) для µ = 1: l = 0 (левый график) и l = 1 (правый
график).
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Рис. 2: Vl(z) для µ = 1: l = 2 (левый график) и l = 3 (правый
график).
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Vl(z) ≈ µ2
(

1 − 1
z

)
при z → ∞

0 < ϵ < µ ⇒ ψl(ϵ, z) (одно решение),

µ < ϵ ⇒ ψlp(q, z), p = 1, 2, q =
√
ϵ2 − µ2 (два решения).

Эти решения составляют полную ортонормированную систему
собственных функций.

Обычно используют решения в виде (безмассовое скалярное
поле)

ψl1(ϵ, z) ∼ e iϵz + Rl1e
−iϵz , z → −∞,

ψl1(ϵ, z) ∼ Tl1e
iϵz , z → ∞,

ψl2(ϵ, z) ∼ Tl2e
−iϵz , z → −∞,

ψl2(ϵ, z) ∼ e−iϵz + Rl2e
iϵz , z → ∞.
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При ϵ > µ асимптотики двух линейно независимых решений
могут быть записаны в виде

ψlp(q, z) = C+
lp (q) sin

(
qz +

µ2

2q
ln(z) + κlp(q)

)
при z → ∞,

ψlp(q, z) = C−
lp (q) sin (ϵz + γlp(q)) при z → −∞.

Можно показать, что C+
lp (q) и C−

lp (q) могут быть выбраны в
виде

C+
lp (q) =

1√
π
, C−

lp (q) =

√
q

π
√
q2 + µ2

.

Волобуев, Егоров, Кейзеров, Рахметов, Смоляков КТП в пространстве-времени Шварцшильда



z → r

При r → ∞

flp(k , r) ≈
1√
π r

sin

(
kr +

(2k2 +M2)r0
2k

ln(kr)− πl

2
+ δ̃lp(k)

)
,

где k = q
r0

и δ̃lp(k) = κlp(kr0)− (2k2+M2)r0
2k ln(kr0) +

πl
2 есть

фазовые сдвиги.

В работе
И.П. Волобуев, С.И. Кейзеров, Э.Р. Рахметов, “Точные решения
для массивного скалярного поля в гравитационном поле
черной дыры Шварцшильда”, Физмат 1 (2023) 75
показано, что точные решения радиального уравнения
выражаются через конфлюэнтные (вырожденные) функции
Гойна.

Волобуев, Егоров, Кейзеров, Рахметов, Смоляков КТП в пространстве-времени Шварцшильда



Выбор квантовых состояний. Шаг 1

ϕp(k⃗, x⃗) =
1

4πk

∞∑
l=0

(2l + 1)e i(
πl
2 +δ̃lp(k))Pl

(
k⃗ x⃗

kr

)
flp (k , r) ,

где k = |k⃗ |, r = |x⃗ |, n⃗ = x⃗
r , p = 1, 2. При больших r

ϕp(k⃗, x⃗) ≈
1√

2(2π)
3
2

(
e
i

(
k⃗ x⃗− (2k2+M2)r0

2k ln(kr)

)
+ Ap(k⃗, n⃗, r)

e ikr

r

)
,

Ap(k⃗, n⃗, r) =
1

2ik

∞∑
l=0

(2l + 1)Pl

(
k⃗ x⃗

kr

)

×

(
e
i

(
2δ̃lp(k)+

(2k2+M2)r0
2k ln(kr)

)
− e−i

(2k2+M2)r0
2k ln(kr)

)
.
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Выбор квантовых состояний. Шаг 2

ϕ±(k⃗, x⃗) =
1√
2

(
ϕ1(k⃗ , x⃗)± ϕ2(k⃗ , x⃗)

)
Можно показать, что решения ϕ±(k⃗ , x⃗) вместе с решениями при
E < M образуют полную ортонормированную систему собственных
функций. При больших r

ϕ+(k⃗, x⃗) ≈
1

(2π)
3
2
e
i

(
k⃗ x⃗− (2k2+M2)r0

2k ln(kr)

)

+
1

2(2π)
3
2

(
A1(k⃗ , n⃗, r) + A2(k⃗ , n⃗, r)

) e ikr

r
,

ϕ−(k⃗, x⃗) ≈
1

2(2π)
3
2

(
A1(k⃗ , n⃗, r)− A2(k⃗ , n⃗, r)

) e ikr

r
.

В частности, при r → ∞

ϕ+(k⃗ , x⃗) ≈
1

(2π)
3
2
e
i

(
k⃗ x⃗− (2k2+M2)r0

2k ln(kr)

)
, ϕ−(k⃗, x⃗) ≈ 0.
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Каноническое квантование

ϕ(t, x⃗) =
∞∑
l=0

l∑
m=−l

M∫
0

dE√
2E

(
e−iEtϕlm(E , x⃗)alm(E ) + h.c.

)
+

∫
d3k√

2
√
k2 +M2

(
e−i

√
k2+M2 tϕ−(k⃗, x⃗)b(k⃗) + h.c.

)
+

∫
d3k√

2
√
k2 +M2

(
e−i

√
k2+M2 tϕ+(k⃗ , x⃗)a(k⃗) + h.c.

)
,

где

[a(k⃗), a†(k⃗ ′)] = δ(3)(k⃗ − k⃗ ′),

[b(k⃗), b†(k⃗ ′)] = δ(3)(k⃗ − k⃗ ′).
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Каноническая координата есть

ϕ(t, x⃗).

Канонически сопряженный импульс есть

π(t, x⃗) =
√

−g(x⃗)g00(x⃗)ϕ̇(t, x⃗).

Можно показать, что выполняются канонические
коммутационные соотношения:

[ϕ(t, x⃗), π(t, y⃗)] = iδ(3)(x⃗ − y⃗),

[ϕ(t, x⃗), ϕ(t, y⃗)] = 0,
[π(t, x⃗), π(t, y⃗)] = 0.
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Гамильтониан системы имеет вид

H =

∫ √
−g g00T00d

3x =
1
2

∫ √
−g g00

(
ϕ̇2 − ϕ̈ ϕ

)
d3x

=
∞∑
l=0

l∑
m=−l

M∫
0

E a†lm(E )alm(E ) dE

+

∫ √
k2 +M2

(
b†(k⃗)b(k⃗) + a†(k⃗)a(k⃗)

)
d3k.

Для сравнения, гамильтониан квантованного массивного
скалярного поля в пространстве Минковского имеет вид

H =

∫ √
k2 +M2 a†(k⃗)a(k⃗) d3k .
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Заключение

В области над горизонтом черной дыры Шварцшильда
можно построить последовательную и непротиворечивую
КТП.
Дополнительное вырождение – это чисто топологический
эффект (топологическая структура пространства-времени
Шварцшильда есть R2 × S2, а пространства Минковского
– R4). В частности, вырождение отсутствует в случае
компактного объекта.
Аналогичное вырождение состояний ожидается и в случае
полей других типов. В частности, квантовая теория в
случае спинорного поля рассмотрена в работе V. Egorov,
M. Smolyakov, I. Volobuev, “Quantization of spinor field in the
Schwarzschild spacetime and spin sums for solutions of the
Dirac equation”, Class. Quant. Grav. 41 (2024) 045002
[arXiv:2309.06897 [gr-qc]].
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