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Интегрируемость
Для автономной системы обыкновенных дифференциальных
уранений (ОДУ)

d xi

d t
= 𝜑i(x1, . . . , xn), i = 1, . . . ,n,

первым интегралом называется дифференцируемая функция
Ik (x1, . . . , xn), чья производная по направлению векторного поля
обращается в ноль

d Ik (x1, . . . , xn)

d t

⃒⃒⃒⃒
d xi
d t =𝜑i (x1,...,xn)

= 0, k = 1, . . . ,m.

Система называется интегрируемой, если число таких
независимых первых интегралов m достаточно велико.

Для интегрируемости двумерной системы достаточно иметь
один первый интеграл.
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Простой пример

Рассмотрим уравнение гармонического осциллятора

ẍ(t) + 𝜔2
0 · x(t) = 0.

Это уравнение эквивалентно системе{︂
ẋ(t) = y(t),
ẏ(t) = −𝜔2

0 · x(t).

Первым интегралом такой системы будет

I(x(t), y(t)) = x2(t) + y2(t)/𝜔2
0.

Действительно, его производная по времени равна нулю в силу
уравнений системы выше

d I(x(t), y(t))
d t

= 2x(t)ẋ(t) + 2y(t)ẏ(t)/𝜔2
0 = 2x(t)y(t)− 2x(t)y(t) = 0
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Решение интегрируемой системы
Из постоянства первого интеграла вдоль линии уровня

I(x(t), y(t)) = C2
1 ,

получаем

y(t) = ±
√︁
𝜔2

0 · (C2
1 − x2(t)).

Исключая y(t), понижаем размерность системы

dx(t)
dt

= ±
√︁
𝜔2

0 · (C2
1 − x2(t))

и решаем эту систему в квадратурах, поскольку переменные систеиы
делятся

dx(t)√︀
C1 − x2(t)

= ±𝜔0 · dt , i.e. arcsin(x(t)/C1) = ±𝜔0 · t + C2.

Получаем, наконец, x(t) = C1 · sin(±𝜔0 · t + C2).
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Интегрируемость очень полезное свойство. В частности,
интегрируемая система разрешима в квадратурах.

Знание первых интегралов очень полезно при построении
симплектических схем численного интегрирования, для
исследовании фазовых портретов и т.п.

Например, наличие у интеграла локального экстремума
свидетельствует о наличии замкнутых линий уровня, т.е. о
существовании в окрестности экстремума семейств
ограниченных в фазовом пространстве решений, включая
периодические решения:
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Локальный анализ и резонансная нормальная форма

Метод резонансной нормальной формы был предложен H.
Poincaré для локального анализа систем нелинейных
дифференциальных уравнений. Он основан на максимальном
упрощении правых частей этих систем обратимыми
преобразованиями в окрестрости неподвижной точки.

Метод нормальной формы был развит в работах G.D. Birkhoff,
T.M. Cherry, A. Deprit, F.G. Gustavson, C.L. Siegel, J. Moser,
A.D. Bruno и других математиков. Настоящая работа основана
на работах по локальному анализу профессора А.Д. Брюно
[Bruno 1971, 1972, 1979, 1989, 1998].
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Локальный анализ

Основная идея локального анализа - исследование системы
обыкновенныз дифференциальных уравнений в окрестности
неподвижных точек на фазовой плоскости.

Фазовая плоскрость это плоскость переменных системы ОДУ,
например плоскость переменных координата/скорость в
механике.

Неподвижгая точка - точка, где правые части уравнений
системы обращаются в ноль, т.е. равны нулю все производные
по времени.
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Фазовый портрет в окрестности неподвижной точки
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Система Баутина
Поиск интегрируемых случаев мы продемонстрируем на примере
системы с квадратичной правой частью. Эта система была
исследована Баутином на предмет определения числа малых
предельных циклов в квадратичной системе [Баутин 1952]

dx̃(t)
dt = 𝛼x̃(t) + 𝛽ỹ(t) + ã1x̃2(t) + ã2x̃(t)ỹ(t) + ã3ỹ2(t),

dỹ(t)
dt = 𝛾x̃(t) + 𝛿ỹ(t) + b̃1x̃2(t) + b̃2x̃(t)ỹ(t) + b̃3ỹ2(t),

где x̃(t) и ỹ(t) зависимые от времени переменные. Приведем

линейную часть этой системы к жордановой форме

ẋ = 𝜆1x +𝜎 y + a1x2 + a2 x y + a3y2,

ẏ = 𝜆2 y + b1x2 + b2 x y + b3y2.

Мы опустили здесь зависимость переменных от времени и
обозначили производную по времени точкой. 𝜆1, 𝜆2 здесь
собственные значения матрицы линейной части. Заметим, что если
𝜆1 ̸= 𝜆2, то 𝜎 = 0.
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Случай центра
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Слабый фокус
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Пример гиперболической системы

Модель Лотки – Вольтерры

ẋ = 𝜀1 x − 𝛾1x y ,
ẏ = −𝜀1 y + 𝛾2x y
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Интегрируемый гиперболический случай
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Неинтегрируемый гиперболический случай
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Условие интегрируемости как алгебраическая система

Задача - при каких значениях параметров система
интегрируема, т.е. ее можно решить в квадратурах?

Задача интегрируемости в малой области около неподвижной
точки решена. Условие там можно записать в виде системы
алгебраических уравнений на параметры.

Остается проверить – не будет ли условия интегрируемости в
неподвижных точках, которое мы знаем, достаточно, для
“настоящей” интегрируемости системы?

Это можно проверить экспериментально.
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Пример алгебраической системы для резонанса 1:1

a1a2 − b2b3 = 0,

−a3b2(−6a2
1 + 9a1b2 + 14b1b3 + 6b2

2) + 9a2
2(a1b2 + b1b3) + a2(14a1a3b1−

3b3(2b1b3 + 3b2
2)) + 6a3

2b1 = 0,

432a4
1a2a3 + 36a3

1(54a3
2 + 18a2

2b3 − 61a2a3b2 − 18a3b2b3)−
6a2

1(162a3
2b2 + a2

2(131a3b1 − 162b2b3) + 3a2a3(106b1b3 + 75b2
2)+

2a3b2(194a3b1 − 381b2b3)) + a1(3708a4
2b1 − 108a3

2(33b2
2 − 38b1b3)−

3a2
2b1(5299a3b2 + 1524b2

3)− 4a2(868a2
3b2

1 − 981a3b3
2 + 81b2

3(3b2
2 − 2b1b3))+

36b2(142a2
3b1b2 + a3b3(53b1b3 − 114b2

2)− 18b2b3
3))− 1782a4

2b1b2−
6a3

2b1(523a3b1 + 654b2b3) + 18a2
2b3(−284a3b2

1 + 75b1b2b3 + 198b3
2)+

3a2(a3(776b2
1b2

3 + 5299b1b2
2b3 + 594b4

2) + 12b2b2
3(61b1b3 + 27b2

2))+
2b2(a2

3b1(1736b1b3 + 1569b2
2) + 3a3b2b3(131b1b3 − 618b2

2)−
108b3

3(2b1b3 + 9b2
2)) = 0.

Подобные системы были построены для резонансов 2 : 1, 3 : 1 и
для случая мнимых собственных значений. Добавление в эти
системы дополнительных уравнений не меняет их решений.
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Общий (нерезонансный) случай

Для общего (нерезонансного) случая нашлось 14 рациональных
решений, 11 из них не являются следствиями других:

1) {a2 = 0, a3 = 0, b2 = 0};
2) {a2 = 0, a3 = 0, b3 = 0};
3) {a1 = 0, b1 = 0, b2 = 0};
4) *{a1 = 0, a2 = 0, b1 = 0, b2 = 0};
5) {a1 = 2b2, a2 = 0, b1 = 0, b3 = 0};
6) {a1 = 0, a3 = 0, b1 = 0, b3 = 0};
7) {a1 = 0, b1 = 0, b2 = 0, b3 = 0};

8) {a1 = 0, b1 = 0, b2 = 0, b3 = − a2
2 };

9) {a1 = b2, a3 = 0, b1 = 0, b3 = a2};
10) {a1 = 0, b1 = 0, b2 = 0, b3 = a2};
11) {a1 = 0, a3 = 0, b2 = 0, b3 = 2a2};
12) {a1 = 0, b1 = 0, b2 = 0, b3 = 2a2};
13) *{a1 = 0, a2 = 0, b1 = 0, b2 = 0, b3 = 0};

14) *{a1 = 0, a3 = 0, b1 = 0, b2 = 0, b3 = − a2
2 }.
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Первые интегралы в общем случае

1) ẋ = 𝛼x + a1x2, ẏ = −y + b1x2 + b3y2,

Это интегрируемый случай, но интегральная кривая состоит из
единственной точки.

2) ẋ = 𝛼x + a1x2, ẏ = −y + b1x2 + b2xy ,

I2(x , y) =
x1/𝛼(𝛼+a1x)

− 1
𝛼

−
b2
a1

(𝛼+1)a1
×(︂

𝛼b1x
(︀ a1x

𝛼 + 1
)︀ 1

𝛼+
b2
a1 2F1

(︁
1 + 1

𝛼 ,
b2
a1

+ 1
𝛼 ;2 + 1

𝛼 ;−
a1x
𝛼

)︁
−

𝛼b1x
(︀ a1x

𝛼 + 1
)︀ 1

𝛼+
b2
a1 2F1

(︁
1 + 1

𝛼 ,
b2
a1

+ 1
𝛼 + 1;2 + 1

𝛼 ;−
a1x
𝛼

)︁
−

𝛼a1y − a1y) ;

3) ẋ = 𝛼x + a2xy + a3y2, ẏ = −y + b3y2,

I3(x , y) =
y𝛼(1−b3y)

−𝛼−
a2
b3

𝛼+2 ×(︁
a3y2(1 − b3y)𝛼+

a2
b3 2F1

(︁
𝛼+ 2, a2+b3+b3𝛼

b3
;𝛼+ 3;b3y

)︁
+

𝛼x + 2x) ;
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4) ẋ = 𝛼x + a3y2, ẏ = −y + b3y2,

I4(x , y) = e−𝛼(log(1−b3y)−log(y))

(𝛼+1)b3
×(︀

a3y𝛼+1
2F1(𝛼, 𝛼+ 1;𝛼+ 2;b3y)e𝛼(log(1−b3y)−log(y))−

a3y𝛼+1
2F1(𝛼+ 1, 𝛼+ 1;𝛼+ 2;b3y)e𝛼(log(1−b3y)−log(y))−

𝛼b3x − b3x)

5) ẋ = 𝛼x + 2b2x2 + a3y2, ẏ = −y + b2xy ,

I5(x , y) =
a3b2

2
𝛼(𝛼+2)(b2+1)×(︀
−𝛼 log

(︀
𝛼+ a3b2y2 + 2b2x

)︀
− 2 log

(︀
𝛼+ a3b2y2 + 2b2x

)︀
+

2 log
(︀
a3y2 + (𝛼+ 2)x

)︀
+ 2𝛼 log(y)

)︀
6) ẋ = 𝛼x + a2xy , ẏ = −y + b2xy ,

I6(x , y) = −b2x + a2y + log(x) + 𝛼 log(y);

7) ẋ = 𝛼x + a2xy + a3y2, ẏ = −y ,
I7(x , y) = y𝛼(−a2y)−𝛼

(︀
a2

2xea2y (−a2y)𝛼 − a3Γ(𝛼+ 2,−a2y)
)︀
/a2

2;
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8) ẋ = 𝛼x + a2xy + a3y2, ẏ = −y − 1
2 a2y2,

I8(x , y) = y𝛼

(𝛼+2)(𝛼+3)(a2y+2)𝛼×(︁
2a3y2

(︀ 1
2 a2y + 1

)︀𝛼 (︀
2(𝛼+ 3) 2F1

(︀
𝛼, 𝛼+ 2;𝛼+ 3;− 1

2 a2y
)︀
+

(𝛼+ 2)a2y 2F1
(︀
𝛼, 𝛼+ 3;𝛼+ 4;− 1

2 a2y
)︀)︀

+
(𝛼+ 2)(𝛼+ 3)x(a2y + 2)2

)︀
;

9) ẋ = 𝛼x + b2x2 + a2xy , ẏ = −y + b2xy + a2y2,

I9(x , y) = xy𝛼

b2
(𝛼− 𝛼 a2y + b2x)−𝛼−1 ;

10) ẋ = 𝛼x + a2xy + a3y2, ẏ = −y + a2y2,

I10(x , y) = y𝛼

(𝛼+1)a2(a2y−1)(1−a2y)𝛼×(︀
a2a3y2(1 − a2y)𝛼 2F1(𝛼+ 1, 𝛼+ 1;𝛼+ 2;a2y)−

a3y(1 − a2y)𝛼 2F1(𝛼+ 1, 𝛼+ 1;𝛼+ 2;a2y)+
𝛼a2x + a2x + a3y) ;

11) ẋ = 𝛼x + a2xy , ẏ = −y + b1x2 + 2a2y2,

I11(x , y) =
a2

2b1x2(−b1x2+2𝛼y+y)2𝛼

𝛼(2𝛼+1)(a2−𝛼)(𝛼(2a2y−1)−a2b1x2)2𝛼+1 ;
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12) ẋ = 𝛼x + a2xy + a3y2, ẏ = −y + 2a2y2,

I12(x , y) =
y𝛼(1−2a2y)−𝛼− 1

2

𝛼+2 ×(︁
a3y2(1 − 2a2y)𝛼+

1
2 2F1

(︀
𝛼+ 3

2 , 𝛼+ 2;𝛼+ 3;2a2y
)︀
+

𝛼x + 2x) ;

13) ẋ = 𝛼x + a3y2, ẏ = −y ,
I13(x , y) = y𝛼(2x + 𝛼x + a3y2)/(2 + 𝛼);

14) ẋ = 𝛼x + a2xy , ẏ = −y − 1
2 a2y2,

I14(x , y) = xy𝛼(a2y + 2)2−𝛼.
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Справочник Камке
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Модели химической кинетики

Модель Жаботинского – Корзухина [Корзухин, Жаботинский
1965].

ẋ = k1x(C − y)− k0x z,
ẏ = k1x(C − y)− k2y ,
ż = k2y − k3z.

Собственные значения линейной части: {C · k1,−k2,−k3}.
Орегонатор

ẋ = A k3x − 2k4x2 + Ak1y − k1x y ,
ẏ = −A k1y − k2x y + f k5z,
ż = A k3x − k5z.
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Интегрируемые случаи трехмерной задачи

ẋ = Mx · x + a2x · y + a4x · z + a5y · z,
ẏ = −My · y + b2x · y + b4x · z + b5y · z,
ż = − z + c2x · y + c4x · z + c5y · z.

MATHEMATICA 13.3.1.0

N Mx My Решений алг.сист. Интегрируемых %успеха

8 1 1 23 19 83

8 1 2 16 12 75

8 1 3 25 19 76

8 2 1 57 49 86

8 2 2 34 29 85

8 2 3 43 35 81

9 3 1 60 51 85

9 3 2 63 58 92

9 3 3 — — —

10 3 3 43 38 88
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Общий (нерезонансный) случай

Объединяя 9 систем выше мы получили систему из 329
алгебраических уравнений. У нее 10 решений и все интегрируемые:

1 ẋ = Mxx+a2x ·y+a4x ·z+a5y ·z, ẏ = −Myy+b5y ·z, ż = −z+c5y ·z;
2 ẋ = Mxx , ẏ = −Myy + b2x · y + b4x · z, ż = −z + c4x · z;
3 ẋ = Mxx+a2x ·y+a4x ·z+a5y ·z, ẏ = −Myy+a4y ·z, ż = −z−a2y ·z;
4 ẋ = Mxx , ẏ = −Myy + b2x · y , ż = −z + c4x · z;
5 ẋ = Mxx , ẏ = −Myy + b4x · z, ż = −z + c4x · z;
6 ẋ = Mxx , ẏ = −Myy , ż = −z + c4x · z + c5y · z;
7 ẋ = Mxx , ẏ = −Myy + b2x · y + b5y · z, ż = −z;
8 ẋ = Mxx + a4x · z, ẏ = −Myy + b4x · z + a4y · z, ż = −z;
9 ẋ = Mxx + a5y · z, ẏ = −Myy + b2x · y , ż = −z − b2x · z;
10 ẋ = Mxx , ẏ = −Myy , ż = −z + c4x · z.
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Совсем общий случай

ẋ = Mxx + a1x2 + a2x · y + a3y2 + a4x · z + a5y · z + a6z2,

ẏ = −Myy + b1x2 + b2x · y + b3y2 + b4x · z + b5y · z + b6z2,

ż = − z + c1x2 + c2x · y + c3y2 + c4x · z + c5y · z + c6z2.

Посчитав нормальную форму до 6 порядка для 4 пар {Mx ,My}=
{1,1}, {1,2}, {2,1} и {2,2}, получили систему из 121 уравнения на
18 параметров. Вычислили 174 ее решения. Для 109 из них
MATHEMATICA-13 посчитала решения соответствующих ОДУ.
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Заключение

Для двумерной автономной полиномиальной системы ОДУ
предложен алгоритм построения такой алгебраической системы
на параметры ОДУ, что на семействах ее решений удается
найти первые интегралы. Получено обобщение на трехмерный
случай.

Алгоритм основан на исследовании резонансов в неподвижных
точках системы ОДУ, но позволяет рассматривать и общий
(нерезонансный) случай.
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Задачи исследования систем ОДУ с полиномиальной правой
частью часто встречаются в моделировании различных
природных процессов. Как правило, такие модели содержат
значительное количество параметров.

Численно на сетке задачи с большим числом параметров
исследовать очень сложно, поэтому очень важно иметь
решение моделей в виде конечных формул.

В справочниках есть отдельне примеры таких точных решений.
Но на самом деле их существует много.
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