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Аннотация
Построена модель тёмной энергии с фантомным скалярным полем, обычным

скалярным полем и полиномиальным потенциалом, происходящим из полевой
теории струн. Найдено двухпараметрическое множество точных решений урав-
нений Фридмана. Найден потенциал, удовлетворяющий полученным из теории
струн условиям, и такой, что некоторые точные решения соответствуют при боль-
ших временах параметру состояния wDE > −1, тогда как другие соответствуют
wDE < −1. Показана эффективность метода суперпотенциала при поиске новых
точных решений.
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Abstract
A dark energy model with a phantom scalar field, an usual scalar field and the

string field theory inspired polynomial potential has been constructed. A two-parameter
set of exact solutions to the Friedmann equations has been found. We have construc-
ted such stringy inspired potential that some exact solutions correspond to the state
parameter wDE > −1 at large time, whereas other ones correspond to wDE < −1 at
large time. We demonstrate that the superpotential method is very effective to seek
new exact solutions.
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1 ВВЕДЕНИЕ
Одним из наиболее важных результатов, недавно полученных в космологии, является
заключение о том, что комбинированный анализ данных, полученных при изучении
суперновых типа Ia, галактических кластеров и на эксперименте WMAP (Wilkinson
Microwave Anisotropy Probe), убедительно показывает ускоренное расширение Вселен-
ной [1, 2].

Космологическое ускорение указывает на то, что в настоящее время во Вселенной
доминирует равномерно распределенная медленно изменяющаяся космическая жид-
кость с отрицательным давлением, так называемая тёмная энергия [3, 4, 5, 6, 7, 8]. Для
спецификации различных типов космической жидкости обычно используется феноме-
нологическое соотношение между давлением (лагранжевой плотностью) p и плотно-
стью энергии % каждой из компонент жидкости p = w%. Функция w называется пара-
метром состояния. Современные эксперименты [1, 2, 3, 4] свидетельствуют о том, что
Вселенная является пространственно плоской и в настоящее время параметр состоя-
ния тёмной энергии близок к −1: wDE = − 1 ± 0.2. Параметр состояния wDE ≡ − 1
соответствует космологической константе. Как отмечено в [9], параметр состояния,
эволюционирующий от wDE ' 0 до wDE 6 −1, лучше отвечает экспериментальным
данным, чем wDE ≡ − 1.

Стандартным способом получения зависящего от времени параметра состояния яв-
ляется включение скалярных полей в космологическую модель. При достаточно общих
предположениях в рамках четырёхмерной модели с одним скалярным полем может
быть реализована только одна из возможностей: или wDE > −1 (модели квинтэссен-
ции), или wDE 6 −1 (фантомные модели) [10]. Двухполевые модели c пересечением
барьера космологической константы wDE = −1 известны как квинтом (quintom) моде-
ли и включают одно фантомное скалярное поле и одно стандартное скалярное поле.
Отметим, что большинство феноменологических моделей, описывающих пересечение
барьера космологической константы [11, 12, 13, 14], содержат либо несколько скаляр-
ных полей, либо модифицированную гравитацию.

В настоящее время струнные и D-бранные модели находят космологические при-
ложения, связанные с ускоренным расширением Вселенной. В феноменологических
моделях, описывающих случай wDE < −1, все стандартные энергетические условия
нарушены и есть проблемы нестабильности как на классическом, так и на квантовом
уровне (см. [5, 15, 16] и ссылки у них). Возможным способом избежать проблему неста-
бильности фантомной модели является её построение как эффективной модели, возни-
кающей из более фундаментальной теории с нормальным знаком кинетического члена.
В частности, если мы рассмотрим модель с высшими производными, например, содер-
жащую φe−¤φ, то первая нетривиальная аппроксимация даёт φe−¤φ ' φ2 − φ¤φ, то
есть кинетический член имеет неправильный (духовый) знак. Оказывается, что именно
такая возможность появляется в полевой теории струн (SFT) [17] (см. также [14, 16]), а
именно, в теории фермионной NSR струны с учетом GSO− сектора [17, 18]. В качестве
скалярного поля φ выступает тахион открытой струны, который, согласно гипотезе
А. Сена (см. обзоры [19]), описывает распад браны, при котором происходит медлен-
ный переход в стабильный вакуум, соответствующий состояниям замкнутой струны.
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Четырёхмерная гравитационная модель с фантомным скалярным полем рассматрива-
ется как приближение модели теории струн, что даёт возможность решить проблему
нестабильности.

В этой статье мы рассматриваем струнную гравитационную модель с двумя скаляр-
ными полями и полиномиальным потенциалом. Предлагаемая модель является обоб-
щением однополевой космологической модели, предложенной в [18]. Первые двухпо-
левые обобщения данной модели [20] обладают однопараметрическими семействами
точных решений. В этой статье мы строим новую модель с двухпараметрическим се-
мейством точных решений. При больших временах для некоторых значений парамет-
ров wDE < −1, тогда как для других wDE > −1. Отметим, что различное поведение
wDE при больших временах соответствует одному и тому же потенциалу и одинаковым
асимптотическим условиям для полей.

2 ДВУХПОЛЕВЫЕ МОДЕЛИ, СВЯЗАННЫЕ С
ТЕОРИЕЙ СТРУН

Рассматривается модель пространственно плоской фридмановской Вселенной с фан-
томным скалярным полем φ и стандартным скалярным полем ξ. Фантомное поле пред-
ставляет из себя тахион открытой струны, тогда как обычное скалярное поле соответ-
ствует тахиону замкнутой струны [17, 20, 21, 22]. Поскольку происхождение скалярных
полей связано с теорией струн, действие содержит характерную массу струны Ms и
безразмерную константу взаимодействия открытых струн go:

S =

∫
d4x

√−g

(
M2

P

2M2
s

R +
1

g2
o

(
1

2
gµν(∂µφ∂νφ− ∂µξ∂νξ)− V (φ, ξ)

))
, (1)

где MP — масса Планка. Фридмановская метрика gµν является пространственно плос-
кой:

ds2 = − dt2 + a2(t)
(
dx2

1 + dx2
2 + dx2

3

)
,

где a(t) — масштабный фактор. Координаты (t, xi) и поля φ и ξ являются безразмер-
ными. Если скалярные поля зависят только от времени, то уравнения движения имеют
следующий вид:

H2 =
1

3m2
p

(
− 1

2
φ̇2 +

1

2
ξ̇2 + V

)
, (2)

Ḣ =
1

2m2
p

(
φ̇2 − ξ̇2

)
, (3)

φ̈ + 3Hφ̇ =
∂V

∂φ
, ξ̈ + 3Hξ̇ = − ∂V

∂ξ
. (4)

Для краткости мы используем безразмерный параметр m2
p = g2

oM
2
P /M2

s . Здесь H — па-
раметр Хаббла: H ≡ ȧ(t)/a(t), а точка обозначает производную по времени. Отметим,
что только три из четырёх уравнений (2)–(4) независимы.
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Параметр состояния тёмной энергии wDE можно выразить через H:

wDE = −1− 2

3

Ḣ

H2
. (5)

Пересечение барьера космологической постоянной wDE = −1 соответствует изменению
знака Ḣ.

В предложенной И.Я. Арефьевой модели [17] (см. также [18, 14, 20, 23, 24]) наша
Вселенная рассматривается как медленно распадающаяся D3-брана, динамика кото-
рой задаётся тахионом открытой струны. Для описания динамики данного тахиона
используется метод обрезания по уровням. Примечательной особенностью подобной
динамики тахиона является нелокальное полиномиальное взаимодействие [19, 25, 26,
27, 28, 29, 30]. Как показано в [31], тахион открытой струны эффективно моделируется
скалярным полем с отрицательным кинетическим членом.

Обратная реакция браны описывается динамикой тахиона замкнутой струны. Ска-
лярное поле ξ связано с сектором замкнутых струн [32]. Его локальное описание со-
держит стандартный кинетический член [22] и, возможно, неполиномиальное самодей-
ствие [33].

В статье мы рассматриваем локальные модели с эффективными полиномиальными
потенциалами V (φ, ξ). Форма этих потенциалов предполагается заданной кубической
теорией открытых струн c помощью метода обрезания по уровням [25, 26]. В слу-
чае плоского пространства-времени эффективная локальная теория обладает чётным
потенциалом четвёртой степени и имеет решения типа кинка. В неплоском случае
для сохранения аналитического вида решений нужно рассмотреть чётный потенциал
шестой степени, переходящий в пределе плоского пространства-времени в потенциал
типа Хиггса [18]. Точная форма взаимодействия открытых и замкнутых струн неиз-
вестна, поэтому, следуя статье [20], мы рассматриваем простейшее полиномиальное
взаимодействие.

Мы налагаем на потенциал V (φ, ξ) следующие ограничения:

• потенциал — полином шестой степени:

V (φ, ξ) =
6∑

k=0

6−k∑
j=0

ckjφ
kξj, (6)

• потенциал является чётным: V (φ, ξ) = V (−φ,−ξ),

• Коэффициенты при 5-ой и 6-ой степенях имеют порядок 1/m2
p и в пределе m2

p →
∞ получается потенциал четвёртой степени.

Из полевой теории струн мы также предположим асимптотические условия для
полей. Напомним, что мы имеем в виду следующую картину. Мы предполагаем, что
фантомное поле φ(t) плавно движется из нестабильного возмущённого вакуума (φ = 0)
в невозмущённый и останавливается в нём. Другими словами функция φ(t) обращается
в ноль в некоторой точке (пусть φ(0) = 0) и стремится к ненулевой асимптотике при
t → +∞: φ(+∞) = A. Поле ξ(t) соответствует замкнутой струне и стремится к нулю
при t → +∞.

5



3 МЕТОД СУПЕРПОТЕНЦИАЛА
Гравитационные модели со скалярными полями играют важную роль в космологии и
теориях с дополнительными измерениями. Одной из главных проблем исследования
подобных моделей является нахождение точных решений неинтегрируемых уравнений
движения.

В то же время легко построить потенциал для заданных частных решений. Поис-
тине, если явная форма полей φ(t) и ξ(t) задана, то, используя (3), мы получаем H(t)
с точностью до константы:

H(t) =
1

2m2
p




t∫
φ̇2(τ)dτ −

t∫
ξ̇2(τ)dτ


 + C. (7)

Потенциал, как функцию времени, можно выразить через H(t):

V (t) = m2
p

(
3H(t)2 + Ḣ(t)

)
. (8)

Этот прямой метод вычисления потенциала для заданных решений очень эффек-
тивен при рассмотрении однополевых моделей и моделей с потенциалом в форме
V (φ, ξ) = exp(αξ)V1(φ) или V (φ, ξ) = exp(αφ)V2(ξ), где α — константа [13]. Для двухпо-
левых моделей с полиномиальным потенциалом данный метод не столь эффективен.
Отметим, что вышеупомянутый метод бесполезен при поиске новых решений для по-
строенного потенциала.

В данной статье мы используем метод суперпотенциала и показываем, что этот
метод позволяет найти не только потенциал, но и новые точные решения. Метод су-
перпотенциала был предложен для построения потенциалов, соответствующих точным
решениям пятимерной гравитационной модели [34]. Главная идея метода заключается
в рассмотрении функции H(t) (параметра Хаббла в космологии) как функции (супер-
потенциала) скалярных полей: H(t) = W

(
φ(t), ξ(t)

)
. Уравнение (3) можно переписать

в виде
∂W

∂φ
φ̇ +

∂W

∂ξ
ξ̇ =

1

2m2
p

(
φ̇2 − ξ̇2

)
. (9)

Если найден такой суперпотенциал W (φ, ξ), что следующие соотношения выполне-
ны:

φ̇ = 2m2
p

∂W

∂φ
, ξ̇ = − 2m2

p

∂W

∂ξ
, (10)

V = 3m2
pW

2 + 2m4
p

((
∂W

∂φ

)2

−
(

∂W

∂ξ

)2
)

. (11)

то соответствующие φ(t), ξ(t) и H(t) являются решением системы (2)–(4).
Метод суперпотенциала разделяет систему уравнений (2)–(4) на две части: систему

(10), которая как правило интегрируема при заданном полиноме W (φ, ξ) и уравнение
(11), которое не интегрируемо, если V (φ, ξ) — полином, но имеет частные решения в
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виде полиномов. Стандартный способ применения метода суперпотенциала не пред-
полагает решения уравнения (11). Потенциал V (φ, ξ) строится по заданному W (φ, ξ).

В двухполевых моделях метод суперпотенциала способствует нахождению новых
решений. Действительно, дифференциальные уравнения (10) формируют систему вто-
рого порядка. Если эта система интегрируема, то мы получаем двухпараметрическое
множество решений. Фиксация явного вида полей φ(t) и ξ(t) равносильна заданию од-
нопараметрического множества решений. Метод суперпотенциала позволяет обобщить
это множество решений до двухпараметрического множества. С другой стороны, с по-
мощью этого метода можно строить различные формы потенциала, соответствующие
одним и тем же однопараметрическим множествам решениям.

Идея рассматривать параметр Хаббла как функцию скалярных полей и преобразо-
вывать (2)–(4) в (10)–(11) используется в формулировке Гамильтона–Якоби уравнений
Фридмана [35, 36] (см. также [37]) и не связана с теориями суперсимметрии и супергра-
витации. В то же время метод, основанный на идее использования для поиска точных
частных решений вместо исходных уравнений движения системы (10)–(11), активно
применяется в двухмерных полевых моделях [38, 39] и супергравитации [40]. Урав-
нения (10) известны как уравнения Богомольного [41] (см. также [39]). Метод супер-
потенциала является комбинацией и естественным расширением этих двух методов.
Он активно используется в космологии [18, 20, 42, 43]. Отметим обобщения данного
метода на уравнения движения, описывающие замкнутые и открытые фридмановские
Вселенные [42], системы с холодной тёмной материей [43] и теорию Бранса–Дикке [44].

4 ВЫБОР ПОТЕНЦИАЛА ПО ЗАДАННОМУ РЕ-
ШЕНИЮ

В этом разделе мы покажем, что метод суперпотенциала позволяет находить различ-
ные формы потенциала V (φ, ξ) для одних и тех же φ(t), ξ(t) и H(t).

Используя асимптотические условия, мы предположим следующую явную форму
полей:

φ(t) = A tanh(ωt) и ξ(t) =
A

√
2(1 + b)

cosh(ωt)
, (12)

причём A > 0, ω > 0 и b > −1. Отметим, что эти решения являются естественным
обобщением решений типа кинка, полученных в однополевой фантомной модели [18].

Построим потенциал, соответствующий полям (12). Функции φ и ξ — решения сле-
дующей системы дифференциальных уравнений:

φ̇ = Aω − ω

A
φ2, ξ̇ = ωξ

√
1− ξ2

2(1 + b)A2
. (13)

Прямое использование метода суперпотенциала даёт

∂W

∂φ
=

ω

2m2
p

(
A− 1

A
φ2

)
,

∂W

∂ξ
= − ωξ

2m2
p

√
1− ξ2

2(1 + b)A2
. (14)
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Следовательно,

H ≡ W =
ω

6m2
p


3Aφ− φ3

A
−

√
(2(1 + b)A2 − ξ2)3

2(1 + b)A2
+ H0


 , (15)

где H0 — произвольная константа. Различные значения H0 соответствуют различным
V (φ, ξ). Полученные потенциалы

V = ω2

(
(A2 − φ2)

2

2A
− ξ2

2
+

ξ4

4(1 + b)A2

)
+ 3m2

pW
2 (16)

полиномиальны только в случае плоского пространства-времени (m2
p = ∞) и не удо-

влетворяют условиям раздела 2. Чтобы построить полиномиальный потенциал мы ис-
пользуем тот факт, что функции (12) удовлетворяют не только системе (13), но также
и следующей системе:

φ̇ = Abω

(
φ2

A2
− 1

)
+

ωξ2

2A
, ξ̇ = − ω

A
φ ξ. (17)

Соответствующие параметр Хаббла (суперпотенциал) и потенциал имеют вид (что-
бы получить чётный потенциал, мы положили H0 = 0)

H = W̃ =
ωφ

2m2
p

(
Ab

(
φ2

3A2
− 1

)
+

ξ2

2A

)
, (18)

Ṽ =
ω2

2

(
b
(
φ2 − 1

)
+

1

2
ξ2

)2

− ω2

2A2
φ2ξ2 +

3ω2φ2

4m2
p

(
Ab

(
φ2

3A2
− 1

)
+

ξ2

2A

)2

. (19)

Этот пример показывает, что одинаковые функции φ(t), ξ(t) и H(t) могут соот-
ветствовать существенно различным потенциалам V (φ, ξ). Кроме того, решения не
изменятся при добавлении к потенциалу Ṽ (или V ) любой функции δV , такой что δV ,
∂(δV )/∂φ и ∂(δV )/∂ξ равняются нулю на решениях. Например,

δV = K(φ, ξ)

[
φ2 +

1

2(1 + b)
ξ2 − A2

]2

, (20)

где K(φ, ξ) является гладкой функцией.

5 ПОСТРОЕНИЕ РЕШЕНИЙ С ПОМОЩЬЮ МЕ-
ТОДА СУПЕРПОТЕНЦИАЛА

В предыдущем разделе мы показали, как можно выбрать потенциал для заданных
решений. В этом мы продемонстрируем возможность нахождения новых решений с
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помощью метода суперпотенциала. Рассмотрим модель с потенциалом (19). Легко за-
метить, что система (17) имеет не только решения (12), но и тривиальные решения
φ(t) = ±A, ξ(t) = 0, а также решения

φ(t) = −A tanh(ωb(t− t0)), ξ(t) = 0. (21)

Если ξ(t) 6≡ 0, то используя второе уравнение системы (17), мы получаем диффе-
ренциальное уравнение второго порядка на ξ(t):

ξ̈(t) = ω2b ξ(t)− ω2ξ3(t)

2A2
+

(1− b)ξ̇2(t)

ξ(t)
. (22)

Решения уравнения (22) получаются в квадратурах

t− t0 = ±
∫

A
√

2(1 + b)ξb−1

ω
√

2A2ξ2b + 2A2bξ2b + ξ2b+2 + 2A2C + 2A2bC
dξ, (23)

где C и t0 — произвольные константы. Для некоторых значениях параметра b, напри-
мер b = − 1/2, решения системы (17) выписываются явно:

φ(t) =
A ((C2

1C
2
2 + 4A2) eωt − C2

1e
−ωt)

(C2
1C

2
2 + 4A2) eωt + 2C2

1C2 + C2
1e
−ωt

,

ξ(t) =
4C1A

2

(C2
1C

2
2 + 4A2) eωt + 2C2

1C2 + C2
1e
−ωt

,

(24)

где C1 и C2 — произвольные параметры. Легко проверить, что при всех значениях C1

и C2, кроме C1 = 0, решения (24) и параметр Хаббла (18) имеют следующие асимпто-
тики:

φ(±∞) = ±A, ξ(±∞) = 0, H(+∞) =
A2ω

6m2
p

. (25)

Таким образом, построена гравитационная модель с двухпараметрическим множе-
ством точных решений. Потенциал и решения удовлетворяют условиям, наложенным
с помощью теории струн (см. раздел 2).

Проанализируем свойства полученных решений и космологические следствия. Си-
стема (17) инвариантна относительно замены ξ(t) на −ξ(t), таким образом каждому
решению φ(t) соответствуют два решения ± ξ(t). Отметим, что функция φ(t) инвари-
антна относительно замены C1 → −C1, тогда как ξ(t) меняет знак. Параметр Хаббла
зависит от ξ2, поэтому без ограничения общности мы можем положить C1 > 0.

Система (17) автономна, поэтому из существования решений вида {φ̃(t), ξ̃(t)} сле-
дует, что пара функций {φ̃(t− t0), ξ̃(t− t0)}, где t0 ∈ C, тоже должна быть решением.
Удобно ввести в (24) новые параметры так, чтобы один из них соответствовал сдвигу
по времени. Чтобы для действительных решений можно было наложить ограничение
t0 ∈ R, мы положим C1 = exp(t0), используя ограничение C1 > 0. Для краткости запи-
си мы введём вместо C2 параметр C ≡ C1C2. Решения (24) получаются в следующем
виде:

9



φ(t) =
A

(
(C2 + 4A2)eω(t−t0) − e−ω(t−t0)

)

(C2 + 4A2)eω(t−t0) + 2C + e−ω(t−t0)
,

ξ(t) =
4A2

(C2 + 4A2)eω(t−t0) + 2C + e−ω(t−t0)
.

(26)

Чтобы сравнить полученные решения с изначальными решениями (12), мы введём
новый параметр: t1 = t0 + t00, где

t00 ≡ − 1

2ω
ln

(
C2 + 4A2

)
. (27)

Теперь функции φ(t) и ξ(t) имеют вид:

φ(t) =
A

(
eω(t−t1) − e−ω(t−t1)

)

eω(t−t1) + 2C√
C2+4A2 + e−ω(t−t1)

,

ξ(t) =
4A2

√
C2 + 4A2

(
eω(t−t1) + 2C√

C2+4A2 + e−ω(t−t1)
) .

(28)

Рассмотрим решения с t1 = 0. Легко видеть, что в этом случае

φ(0) = 0, φ̇(0) =
Aω
√

C2 + 4A2

C +
√

C2 + 4A2
> 0 и ξ̇(0) = 0. (29)

Напомним, что мы используем условие A > 0. Из формулы (3) следует, что Ḣ(0) > 0,
а из формулы (18), что H(0) = 0. Таким образом, решения с t1 = 0 и произвольным
C являются космологическими решениями типа баунс (bounce), иными словами, a(t)
имеет баунс в точке t = 0 (о подобных решениях в космологических моделях с двумя
скалярными полями см., например, [45]).

Рассмотрим зависимость поведения параметра Хаббла H от значения параметра
C. В случае C = 0 имеем решения

φ0(t) = A tanh(ω(t− t1)) и ξ0(t) =
A

cosh(ω(t− t1))
. (30)

При t1 = 0 мы получаем решения (12) c ω = 1. Соответствующий параметр Хаббла

H0 =
A2ω

6m2
p

(
3 tanh(ωt)− 2 tanh3(ωt)

)
(31)

имеет максимум в точке tmax = − ln
(√

2− 1
)
/ω ' 0.881/ω и убывает при t → ∞.

Поля φ0 и ξ0, параметр Хаббла H0 и параметр состояния wDE представлены на Рис. 1
(мы положили A = 1, ω = 1 и m2

p = 1/6).
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Рис. 1: Поля φ и ξ (левая), параметр Хаббла H (центральная) и параметр состояния
wDE (правая) при C = 0 и t1 = 0.

При произвольном C параметр Хаббла имеет вид:

H =
A2ω

(
eω(t0−t) + (C2 + 4A2) eω(t−t0)

)

6m2
p (eω(t0−t) + 2C + (C2 + 4A2) eω(t−t0))

3

(
e2ω(t0−t) + 6Ceω(t0−t) +

+ 10
(
C2 + 4A2

)
+ 6C

(
C2 + 4A2

)
eω(t−t0) +

(
C2 + 4A2

)2
e2ω(t−t0)

)
.

(32)

Прямые вычисления показывают, что для всех C, кроме C = ±2A, Ḣ(t) = 0 в
четырёх точках:

tmk
= t0 − 1

ω
ln

(
−4A2 + C2 ± 2A

√
8A2 + 2C2

(C ± 2A)(C2 + 4A2)

)
, k = 1, . . . , 4, (33)

где 2 символа "±" — независимы. Отметим, что при C 6= ±2A выполняется условие
Ḧ(tmk

) 6= 0. Следовательно, в точках tmk
параметр Хаббла H(t) имеет экстремумы.

При C > 2A ни одна из точек tmk
не принадлежит действительной оси.

Если C = 2A, то Ḣ(t) равняется нулю в двух точках, не принадлежащих действи-
тельной оси:

t̃m1
= t0 − 1

ω
ln(−2A) и t̃m2

= t0 − 1

ω
ln(−4A). (34)

Таким образом, при C > 2A параметр Хаббла H(t) является монотонно возрастаю-
щей функцией и его поведение напоминает поведение параметра Хаббла в однополевой
фантомной модели [18].

При −2A < C < 2A функция H(t) имеет экстремумы в двух точках. Если t1 = 0, то
φ(t) — нечётная функция, а ξ(t) — чётная. Следовательно, соответствующий параметр
Хаббла, вычисленный с помощью (18), является нечётной функцией. Легко проверить,
что на полуоси t > 0 параметр Хаббла H(t) положителен и, следовательно, имеет
максимум (см. Рис. 2). Таким образом, поведение функции H(t) при −2A < C < 2A
похоже на её поведение при C = 0.

Если C = −2A, то Ḣ(t) равняется нулю в двух точках:

t̃m3
= t0 − 1

ω
ln(2A) и t̃m4

= t0 − 1

ω
ln(4A). (35)
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Рис. 2: Поля φ и ξ (левая), параметр Хаббла H (центральная) и параметр состояния
wDE (правая) при A = 1, C = 1 и t1 = 0.

Легко проверить, что в этих точках Ḧ 6= 0, следовательно, поведение параметра Хаб-
бла качественно не отличается от приведённого на Рисунках 1 и 2.

Рассмотрим случай C < −2A. Все четыре точки экстремума (33) действительны.
Таким образом, выбрав C < −2A, мы получаем качественно иное поведение параметра
Хаббла.

Если t1 = 0, то, как отмечалось выше, параметр Хаббла является нечётной функци-
ей. Производная параметра Хаббла в нуле положительна, следовательно, H(t) имеет
максимум в некоторой точке tm1 > 0, минимум в некоторой точке tm2 > tm1 и моно-
тонно возрастает при t > tm2 . Отметим, что wDE < −1 при t > tm2 . Таким образом,
найдены точные решения, соответствующие немонотонной функции H(t) с фантом-
ным поведением при больших временах (см. Рис. 3).
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Рис. 3: Поля φ и ξ (левая), параметр Хаббла H (центральная) и параметр состояния
wDE (правая) при A = 1, C = −5 и t1 = 0.

Итак, используя метод суперпотенциала, мы нашли для модели с потенциалом

Ṽ = ω2

(
1

8

(
1− φ2 + ξ2

)2 − 1

2A2
φ2ξ2 +

3φ2

4m2
p

(
A

2

(
1− φ2

3A2

)
+

ξ2

2A

)2
)

(36)

двухпараметрическое множество точных решений. Отметим, что полученные решения
имеют одинаковые асимптотические условия, тогда как поведение параметра состоя-
ния wDE при больших временах оказывается различным. Таким образом, мы может

12



сделать вывод о том, что связанная с теорией струн модель с полиномиальным потен-
циалом допускает как wDE > −1, так и wDE < −1 при больших временах.

6 ЗАКЛЮЧЕНИЕ
В этой статье мы исследовали динамику двухполевой модели тёмной энергии, с одним
фантомным полем и одним обычным скалярным полем. Построенная космологиче-
ская модель обладает полиномиальным потенциалом V (φ, ξ), происхождение которого
связано с теорией струн. Найдено двухпараметрическое множество точных решений,
которое может быть разделено на два подмножества таким образом, что одно подмно-
жество соответствует при больших временах однополевым моделям квинтэссенции, а
другое подмножество — однополевым фантомным моделям. Отметим, что оба подмно-
жества полностью состоят из решений, удовлетворяющих одним и тем же асимптоти-
ческим условиям.

В статье мы активно используем метод суперпотенциала и показываем, что он
позволяет не только строить потенциал для данного решения, но также и находить
новые решения. Метод суперпотенциала позволяет расширить однопараметрическое
множество решений до двухпараметрического. Использование метода суперпотенциа-
ла позволяет разделить исходную систему уравнений движения (2)–(4) на две части.
Одна часть — уравнение на суперпотенциал (11), которое в общем случае не инте-
грируемо, но для многих полиномиальных потенциалов имеет специальные решения
в виде полинома. Подстановка этих решений в систему (10) даёт систему однородных
дифференциальных уравнений, обычно интегрируемых по крайней мере в квадрату-
рах. Таким образом, метод суперпотенциала позволяет выделить из неинтегрируемой
системы уравнений Фридмана интегрируемую подсистему. Отметим, что системы типа
(10) активно исследуются в механике. С другой стороны этот метод позволяет делать
такую настройку параметров рассматриваемой гравитационной модели, например, та-
кой выбор коэффициентов потенциала, что точные решения существуют в явном виде.

Для решения с H(0) = 0, мы получаем Ḣ(0) > 0. Данные решения известны как
баунс (bounce) решения (см. [45]). Отметим, что точные решения типа баунс могут
быть получены и в нелокальных струнных космологических моделях [47].
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